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EXERCICE 3  

Mathématiques Métropole 2022 

Question 1 
1.  
On remarque que 2025 = 81 × 25 = 34 × 52. Donc : 
4ln(3) + 2ln(5) = ln(34) + ln(52) 
4ln(3) + 2ln(5) = ln(34 × 52) 
4ln(3) + 2ln(5) = ln(2025) 
 
Donc 
ln(2025) = 4ln(3) + 2ln(5) 
 
2.  

𝐴 = ln(e4) − 3ln (
1

e
) 

𝐴 = 4 − 3ln(e−1) 
𝐴 = 4 − 3 × −1 
𝐴 = 8 + 3 
A = 11 
 
Question 2 
1.  

𝑧 =
−1 + 𝑖

3𝑖
 

z =
(−1 + 𝑖) × 𝑖

3𝑖 × 𝑖
 

z =
−𝑖 + 𝑖2

3𝑖2
 

z =
−𝑖 − 1

3 × (−1)
 

z =
−𝑖 − 1

−3
 

z =
𝑖 + 1

3
 

Donc : 

𝑧 =
1

3
+

1

3
𝑖 

 
2.  
Le module de 𝑧 est : 

|𝑧| = √(
1

3
)

2

+ (
1

3
)

2

 

|𝑧| = √
2

9
 

|𝑧| =
√2

3
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cos𝜃 =

1
3

√2
3

=
1

3
×

3

√2
=

1

√2
=

√2

2
 

sin𝜃 =

1
3

√2
3

=
1

3
×

3

√2
=

1

√2
=

√2

2
 

 

𝜃 =
𝜋

4
 

 
La forme exponentielle de 𝑧 est donc : 

𝑧 =
√2

3
e𝑖

𝜋
4  

 
Question 3 
1.  

L’équation (𝐸) : 2𝑦′ + 𝑦 = 0 équivaut 𝑦′ = −
1

2
𝑦 est de la forme 𝑦′ = 𝑎𝑦 avec 𝑎 = −

1

2
. 

 
Les solutions de cette équation sont de la forme 𝑓(𝑥) = 𝐶e𝑎𝑡, avec 𝐶 ∈ ℝ. 

𝑓(𝑥) = 𝐶e−
1

2
𝑥, avec 𝐶 ∈ ℝ. 

 
2.  
La courbe représentative de 𝑓 passe par le point 𝐴(ln(9) ;  1), donc : 

𝑓(ln(9)) = 1 

𝐶e−
1
2ln(9) = 1 

𝐶e
ln(9

−
1
2)

= 1 

𝐶9−
1
2 = 1 

𝐶 ×
1

√9
= 1 

𝐶 ×
1

3
= 1 

𝐶 = 3 
La solution cherchée est donc la fonction définie sur ℝ par : 

𝑓(𝑥) = 3e−
1
2𝑥 

 
Question 4 
1.  
On a 𝑔(0) = 02 − 4 × 0 − 1 = −1 
 
Le point A, d’abscisse 0, appartient à la fois à 𝒞𝑓 et à 𝒞𝑔, donc 𝑓(0) = 𝑔(0). 

Or 𝑓(0) = 𝑎 + 𝑏e0 = 𝑎 + 𝑏, donc : 
𝑎 + 𝑏 = 𝑔(0) = −1 
 
2. a.  
Pour tout réel 𝑥, 𝑔′(𝑥) = 2𝑥 − 4, donc : 
𝑔′(0) = 2 × 0 − 4 = −4 
 
b.  
Pour tout réel 𝑥, 𝑓′(𝑥) = 𝑏e𝑥  (dérivée de 𝑥 ↦ 𝑎 + 𝑏e𝑥), donc 𝑓′(0) = 𝑏. 
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Comme 𝒞𝑓 et 𝒞𝑔 ont la même tangente 𝑇 au point A, on a 𝑓′(0) = 𝑔′(0), soit : 

𝑏 = −4 
 
D’après la question 1, 𝑎 + 𝑏 = −1, donc : 
𝑎 = −1 − 𝑏 
𝑎 = −1 − (−4) 
𝑎 = 3 
 
Question 5 
1. 
La fonction 𝑔 est dérivable sur ]0 ;  +∞[ comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle. Pour 
tout 𝑥 ∈ ]0 ;  +∞[ : 

𝑔′(𝑥) = 𝑥 −
1

𝑥
 

𝑔′(𝑥) =
𝑥2

𝑥
−

1

𝑥
 

𝑔′(𝑥) =
𝑥2 − 1

𝑥
 

𝑔′(𝑥) =
(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

𝑥
 

 
2.  
Pour tout 𝑥 ∈ ]0 ;  +∞[, 𝑥 > 0, donc le signe de 𝑔′(𝑥) est celui de (𝑥 − 1)(𝑥 + 1). 
Comme 𝑥 > 0, on a toujours 𝑥 + 1 > 0, donc le signe de 𝑔′(𝑥) est celui de 𝑥 − 1 : 

• pour 𝑥 ∈ ]0 ;  1[, 𝑔′(𝑥) < 0 : 𝑔 est strictement décroissante ; 
• 𝑔′(1) = 0 ; 
• pour 𝑥 ∈ ]1 ;  +∞[, 𝑔′(𝑥) > 0 : 𝑔 est strictement croissante. 

 
La fonction 𝑔 admet donc un minimum sur ]0 ;  +∞[, atteint en 𝑥 = 1, de valeur exacte : 

𝑔(1) =
1

2
× 12 − ln(1) 

𝑔(1) =
1

2
− 0 

𝑔(1) =
1

2
 

 
Question 6 
1.  
cos(𝑎 + 𝑏) = cos(𝑎)cos(𝑏) − sin(𝑎)sin(𝑏), en prenant 𝑎 = 50𝑡 et 𝑏 = 𝜑 : 
𝑈maxcos(50𝑡 + 𝜑) = 𝑈maxcos(50𝑡)cos(𝜑) − 𝑈maxsin(50𝑡)sin(𝜑) 
𝑈maxcos(50𝑡 + 𝜑) = 𝑈maxcos(50𝑡)cos(𝜑) − 𝑈maxsin(50𝑡)sin(𝜑) 

𝑈maxcos(50𝑡 + 𝜑) = cos(50𝑡) + √3sin(50𝑡) 
 
Par identification des coefficients de cos(50𝑡) et sin(50𝑡) : 
𝑈maxcos(50𝑡)cos(𝜑) = cos(50𝑡) 
𝑈maxcos(𝜑) = 1 
 

−𝑈maxsin(50𝑡)sin(𝜑) = √3sin(50𝑡) 

𝑈maxsin(𝜑) = −√3 
 
On en déduit : 

𝑈max
2 = (𝑈maxcos(𝜑))

2
+ (𝑈maxsin(𝜑))

2
= 12 + (−√3)

2
= 1 + 3 = 4 
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puisque 𝑈max > 0, 𝑈max = 2 

 

Donc cos(𝜑) =
1

2
 et sin(𝜑) = −

√3

2
, soit 𝜑 = −

𝜋

3
 

 
On a donc, pour tout réel 𝑡 : 

𝑢(𝑡) = 2cos (50𝑡 −
𝜋

3
), 

avec 𝑈max = 2 V, 𝜔 = 50 rad.s−1 et 𝜑 = −
𝜋

3
 rad. 

 

2.  
La fréquence correspondante est : 

𝑓 =
𝜔

2𝜋
 

𝑓 =
50

2𝜋
 

𝑓 = 8 Hz 
Arrondie à l’unité, la fréquence est donc 𝑓 = 8 Hz. 
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