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EXERCICE 3  

Mathématiques Métropole juin 2021 

Question 1 

La fonction 𝑓 est définie sur ]0 ;  +∞[ par 𝑓(𝑥) = ln(𝑥), et sa dérivée est 𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
. 

Une équation de la tangente 𝑇 à 𝒞𝑓 au point 𝐴(e ;  1) est : 

𝑦 = 𝑓′(e)(𝑥 − e) + 𝑓(e) 

𝑦 =
1

e
(𝑥 − e) + ln(𝑒) 

𝑦 =
1

e
(𝑥 − e) + 1 

𝑦 =
𝑥

e
−

e

e
+ 1 

𝑦 =
𝑥

e
− 1 + 1 

𝑦 =
𝑥

e
 

 

L’équation de 𝑇 est donc 𝑦 =
𝑥

e
.  

Pour 𝑥 = 0, on obtient 𝑦 = 0 : le point (0 ;  0), c’est-à-dire l’origine du repère, appartient donc bien à 𝑇. 
La tangente 𝑇 passe par l’origine du repère. 
 
Question 2 
a.  
La fonction 𝑓 est dérivable sur [0,5 ;  10] comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle. Pour 
tout 𝑥 ∈ [0,5 ;  10] : 

𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 1 −
3

𝑥
 

𝑓′(𝑥) =
2𝑥2 − 𝑥 − 3

𝑥
 

On développe :  
(𝑥 + 1)(2𝑥 − 3) = 2𝑥2 − 3𝑥 + 2𝑥 − 3 
(𝑥 + 1)(2𝑥 − 3) = 2𝑥2 − 𝑥 − 3 
 
Donc : 

𝑓′(𝑥) =
(𝑥 + 1)(2𝑥 − 3)

𝑥
 

 
b.  
Pour tout 𝑥 ∈ [0,5 ;  10],  
𝑥 > 0 et 𝑥 + 1 > 0, donc le signe de 𝑓′(𝑥) est celui de 2𝑥 − 3. 

2𝑥 − 3 = 0, soit 𝑥 =
3

2
. 

 
Ainsi, 𝑓′(𝑥) < 0 sur [0,5 ;  1,5[ 
𝑓′(1,5) = 0, et 𝑓′(𝑥) > 0 sur ]1,5 ;  10]. 
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La fonction 𝑓 admet donc un minimum sur [0,5 ;  10], atteint en 𝑥 =
3

2
, de valeur exacte : 

𝑓 (
3

2
) = (

3

2
)
2

−
3

2
− 2 − 3ln (

3

2
) 

𝑓 (
3

2
) =

9

4
−

3

2
− 2 − 3ln (

3

2
) 

𝑓 (
3

2
) =

9

4
−

6

4
−

8

4
− 3ln (

3

2
) 

𝑓 (
3

2
) = −

5

4
− 3ln (

3

2
) 

 
Question 3 
a.  
On résout dans ℝ : 
e−0,0434𝑥 = 0,01 
𝑙𝑛(e−0,0434𝑥) = 𝑙𝑛(0,01) 
−0,0434𝑥 = ln(0,01) 
−0,0434𝑥 = ln(10−2) 
−0,0434𝑥 = −2ln(10) 
 
D’où : 

𝑥 =
2ln(10)

0,0434
 

 
b.  
Le signal aura perdu 99% de sa puissance lorsque 𝑃(𝑥) vaudra 1% de 𝑃(0), soit lorsque : 
𝑃(𝑥) = 0,01 × 𝑃(0) 
6,75 e−0,0434𝑥 = 0,01 × 6,75 
e−0,0434𝑥 = 0,01 
 
C’est exactement l’équation résolue à la question précédente, dont la solution exacte est  

𝑥 =
2ln(10)

0,0434
 

 
Or  
2ln(10)

0,0434
≈ 106,11 

Arrondi au kilomètre, la distance parcourue est donc d’environ 106 km. 
 
Question 4 

𝑧𝐴  =  3 𝑒−𝑖𝜋/3 

𝑧𝐵  =  −1 +  𝑖√3 
 

𝑧𝐴  =  3 ( 𝑐𝑜𝑠 (
−𝜋

3
) +  𝑖 𝑠𝑖𝑛 (

−𝜋

3
) ) 

𝑧𝐴  =  3 ×  
1

2
 +  𝑖 ×  3 × 

−√3

2
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𝑧𝐴  =  
3

2
 − 

3√3

2
 𝑖 

 

Le point B a pour coordonnées 𝐵(−1 ; √3) 

Le point A a pour coordonnées 𝐴(
3

2
 ;  

−3√3

2
) 

 

Les points O, A et B sont alignés si et seulement si 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ sont colinéaires. 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
3

2
 ;  

−3√3

2
)          𝑂𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  (−1 ; √3) 

 
On calcule le déterminant : 

3

2
 × √3 − 

3√3

2
 × (−1)  =  0 

Comme le déterminant est nul, 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝑂𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ sont colinéaires. 
Les points O, A et B sont alignés 
 
 
Question 5 
a.  
Les aires des trapèzes sous les segments [𝐶𝐷] et [𝐸𝐹] (de largeur 1) valent respectivement : 

Aire sous [𝐶𝐷] =
2 + 8

2
× 1 = 5  et  Aire sous [𝐸𝐹] =

3 + 9

2
× 1 = 6. 

 
Comme 𝒞𝑓 est au-dessus du segment [𝐶𝐷] et en dessous du segment [𝐸𝐹] sur [1 ;  2], on en déduit 

l’encadrement d’amplitude 1 : 

5 ≤ ∫ 𝑓
2

1

(𝑥) d𝑥 ≤ 6. 

 
b.  

Une primitive de 𝑓(𝑥) = 𝑥 + e𝑥 −
1

𝑥
 sur [1 ;  2] est 𝐹(𝑥) =

𝑥2

2
+ e𝑥 − ln(𝑥).  

 
Donc : 

∫ 𝑓
2

1

(𝑥) d𝑥 = 𝐹(2) − 𝐹(1) 

∫ 𝑓
2

1

(𝑥) d𝑥 == (
4

2
+ e2 − ln(2)) − (

1

2
+ e − ln(1)) 

∫ 𝑓
2

1

(𝑥) d𝑥 = (2 + e2 − ln(2)) − (
1

2
+ e) 

∫ 𝑓
2

1

(𝑥) d𝑥 =
3

2
+ e2 − e − ln(2) 

 

Question 6 
a.  

On cherche à écrire 𝑢(𝑡) = 120cos(70𝑡) − 120sin(70𝑡) sous la forme 120√2cos (70𝑡 +
𝜋

4
). 

 

D’après la formule cos(𝑎 + 𝑏) = cos(𝑎)cos(𝑏) − sin(𝑎)sin(𝑏), en prenant 𝑎 = 70𝑡 et 𝑏 =
𝜋

4
 : 
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120√2cos (70𝑡 +
𝜋

4
) = 120√2(cos(70𝑡)cos (

𝜋

4
) − sin(70𝑡)sin (

𝜋

4
)) 

120√2cos (70𝑡 +
𝜋

4
) = 120√2(cos(70𝑡) ×

√2

2
− sin(70𝑡) ×

√2

2
) 

120√2cos (70𝑡 +
𝜋

4
) = 120(cos(70𝑡) × √2 ×

√2

2
− sin(70𝑡) × √2 ×

√2

2
) 

120√2cos (70𝑡 +
𝜋

4
) = 120(cos(70𝑡) ×

2

2
− sin(70𝑡) ×

2

2
) 

 
 
 

120√2cos (70𝑡 +
𝜋

4
) = 120(cos(70𝑡) × 1 − sin(70𝑡) × 1) 

120√2cos (70𝑡 +
𝜋

4
) = 𝑢(𝑡) 

On a donc bien, pour tout 𝑡 ∈ [0 ;  +∞[, 𝑢(𝑡) = 120√2cos (70𝑡 +
𝜋

4
). 

 

b.  

𝑢(𝑡) = 𝑈√2cos(𝜔𝑡 + φ) 

𝑢(𝑡) = 120√2cos (70𝑡 +
𝜋

4
) 

 
La pulsation est 𝜔 = 70, donc la fréquence est : 

𝑓 =
𝜔

2𝜋
 

𝑓 =
70

2𝜋
 

𝑓 = 11 Hz 
 
Arrondie à l’unité, la fréquence délivrée par le générateur est donc 𝑓 = 11 Hz. 
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    ∫ 1 2  f  ( x )   d x = F  ( 2 ) − F  ( 1 )
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  u  ( t ) = 120 cos  ( 70 t ) − 120 sin  ( 70 t )


  120  2 cos  ( 70 t +   𝜋 4 )


  cos  ( a + b ) = cos  ( a ) cos  ( b ) − sin  ( a ) sin  ( b )


  a = 70 t


  b =   𝜋 4


  120  2 cos  ( 70 t +   𝜋 4 ) = 120  2  ( cos  ( 70 t ) cos  (   𝜋 4 ) − sin  ( 70 t ) sin  (   𝜋 4 ) )


  120  2 cos  ( 70 t +   𝜋 4 ) = 120  2  ( cos  ( 70 t ) ×    2 2 − sin  ( 70 t ) ×    2 2 )


  120  2 cos  ( 70 t +   𝜋 4 ) = 120  2  ( cos  ( 70 t ) ×    2 2 − sin  ( 70 t ) ×    2 2 )


  120  2 cos  ( 70 t +   𝜋 4 ) = 120  ( cos  ( 70 t ) ×  2 ×    2 2 − sin  ( 70 t ) ×  2 ×    2 2 )
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  120  2 cos  ( 70 t +   𝜋 4 ) = 120  ( cos  ( 70 t ) × 1 − sin  ( 70 t ) × 1 )


  120  2 cos  ( 70 t +   𝜋 4 ) = u  ( t )


  120  2 cos  ( 70 t +   𝜋 4 ) = u  ( t )


  t ∈ [ 0   ;   + ∞ [


  u  ( t ) = 120  2 cos  ( 70 t +   𝜋 4 )


  u  ( t ) = U  2 cos  ( 𝜔 t + φ )


  u  ( t ) = 120  2 cos  ( 70 t +   𝜋 4 )


  u  ( t ) = 120  2 cos  ( 70 t +   𝜋 4 )


  𝜔 = 70


  f =   𝜔  2 𝜋


  f =  70  2 𝜋


  f =  70  2 𝜋


  f = 11   Hz


  f = 11   Hz


  f = 11

