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EXERCICE 3
Mathématiques Métropole mars 2021
Question 1
a

f'(x) =ax+ b —In(x)

Le point B(1; 1) appartient a C, donc:
f(A)=ax1+b—In(1)
f)=a+b—-0

f()=a+b
Or

f(=1
donc:
a+b=1

b.

La tangente T a Cr au point A (d’abscisse 0,5) est parallele a I'axe des abscisses, donc son coefficient
directeur est nul, soit :

f'(05)=0
Pour toutx € ]0; +oof, f'(x) = a — %, donc:

, 1
f (0,5) =a-— 0,5

f'(05)=a-2

L’égalité f'(0,5) = 0 donne donc:
a—2=0
a=2

c.
D’apres la question a.,
a+b=1

donc:
b=1-a
b=1-2
b=-1

Question 2

300000 _ 150000 :

On cherche le temps t au bout duquel f(t) =

300 000(1 — e~%0%) = 150 000
1—e700% =05

—e 009 =51

—e=009% — _5
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e=00% — (5

In(e~%%%) =1n(0,5)
—0,09t = In(0,5)

0,09t =1 <1>
) =1n 2

—0,09t = —In(2)
_In(2)

0,09

0,09
Arrondi a I'unité, la machine aura donc perdu la moitié de sa valeur au bout de 8 ans.

Question 3
a.
f(x) =2x—1—1In(x)

La fonction f est dérivable sur ]0; +oo[ comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle. Pour
tout x € ]0; +oof :

() =2~
P _2 xl
N 2x
f(X)—x .
,()_Zx—l
fx)= .
b.
Pour tout x € ]0; +oo[, x > 0, donc le signe de f’'(x) est celui de 2x — 1.
2x—1=0
2x =1

1
X ==

Ainsi, f'(x) <0 sur]O; %[,

@)=

etf'(x) >0 sur]%; +00[.

. .. 1
La fonction f admet donc un minimum en x = b de valeur exacte :

AN N NN

N RN RN RN -
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Limites aux bornes :
e en0f:
In(x) » —o0
donc —In(x) » 4+, et2x —1 > —1
donclim, o+ f(x) = +o0;

e en oo : par croissances comparées, le terme 2x I'emporte sur —In(x), donc lim,_,,f(x) =
+o0.

Le tableau de variation de f sur ]0; +oo[ est donc:

T 0 1/2 +0o0
f'(x) - 0 +
+00 +00
In(2)
Question 4

a.
L’équation (E) : y' + 0,0434y = 0 équivaut a y' = —0,0434y, qui est de la forme y' = ay aveca =
—0,0434.

Les solutions sur [0 ; +oo[ de (E) sont donc les fonctions t = Ce™ %9434t avec C € R.

La condition initiale y(0) = 6,75 donne C = 6,75. La solution cherchée est donc la fonction définie sur
[0; 4oo[ par:
P(t) = 6,75 e~ 20434t

b.

La perte de puissance apres un kilometre est :
P(0) — P(1) = 6,75 — 6,75 e~ %0434

P(0) — P(1) = 6,75(1 — e~ 00434

P(0) — P(1) = 6,75 x 0,04246

P(0) — P(1) = 0,2866 mW

P(0) — P(1) =287 uW

La perte de puissance aprées un kilométre est de 287 uW.

Question 5
f(x) = (x2 + 5x + 4)e*
F(x) = (x? +3x + 1)e*

a.
Pour tout réel x, en écrivant F(x) = u(x)v(x) avecu(x) = x? + 3x + L et v(x) = &%,
ona et v'(x) = e*, donc:
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(u(x)v(x))’ = v(x) + v (x)u(x)
F'(x) =( Ye* + (x? + 3x + 1)e*
F'(x) =e*[(2x +3) + (x? + 3x + 1)]
F'(x) = e*(x? + 5x + 4)

F'(x) = f(x).

Ainsi, pour tout réel x, F'(x) = f(x).

b.
Comme F est une primitive de f sur R :

1
f £ () dx = F(1) — F(0)

F(1)=(12+3x1+1)e! =5e
F(0)=(024+3x0+1)e® =1

Donc :

ff(x)dx=5e—1
0

Question 6
a.

On cherche 2 écrire u(t) = 240cos(50t) — 240sin(50t) sous la forme 240+v/2cos (SOt + g)

D’apreés la formule cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b), en prenanta = 50t et b =

120v/2cos (SOt + %) =120V2 (cos(SOt)cos (g) — sin(50t)sin (%))

N

240\/§cos( ) = 2402 (cos(SOt) X E — sin(50t) X g)
240v2cos (50t + %) <cos(50t) x V2 x g — sin(50t) x V2 x g)
240+/2cos (50t + %) = (cos(SOt) X E — sin(50t) x ;)

240v2cos (50t + Z) = O(COS(SOt) — 51n(50t))

240+/2cos (50t + ) = u(t)
On a donc bien, pour tout t € [0; +oo[, u(t) = 240v2cos (50t + g)

b.
u(t) = Uv2cos(wt + @)
u(t) = 120\/§cos( t+ %)

La pulsation est , donc la fréquence est :

2n
f=796 Hz
Arrondie a l'unité, la fréquence délivrée par le générateur est donc f = 8 Hz.
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