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Mathématiques Métropole septembre 2021
Question 1
f(x) = x%e”
La fonction f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R.
En écrivant f(x) = u(x)v(x) avecu(x) = x? etv(x) = e, onau'(x) = 2x et , donc pour
tout réel x :

f'(x) =u'()v(x) +ulx)
f'(x) = 2xe* + x?

f'(x) = e*(2x + x?)
fl(x)=e*x(x+2)

Pour tout réel x, e* > 0, donc le signe de f'(x) est celui de x(x + 2), quis’annuleenx = =2 etx = 0,
et qui est négatif entre ces deux racines.

La fonction f n’est donc pas croissante sur tout R (elle décroit notamment sur | — 2; 0[).

L’affirmation 1 est FAUSSE.

Question 2
Le point M(x; y) appartienta Cp,, doncy = h(x) = In(2x + 1).

L'unité graphique étant 1 cm, la condition y > 15 cm signifie
h(x) > 15
In(2x + 1) > 15
La fonction exponentielle étant strictement croissante :
e,ln(2x+1) > 615
2x +1> el
2x >el®—1
el®>—1
X > >
x> 1634508 cm
Or1634508cm = 16 345,08 m = 16,35 km.

Comme 16,35 > 16, I'abscisse x du point M se situe donc bien a plus de 16 km du point O.
L’affirmation 2 est VRAIE.

Question 3
On cherche le temps t au bout duquel N(t) = @ :
N(0)
N 0 —0,027t _
-0,027t _
¢ 2
1
In(e~%927t) =In <§>
—0,027t = —In(2)
. In(2)
0,027

t = 25,67 heures, ce qui est différent de 11 heures. L’affirmation 3 est FAUSSE
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Question 4
Pour tout réel t :
f(t) = cos(t) + 2sin(t)

f'(t) = —sin(t) + 2cos(t)

f"(t) = —cos(t) — 2sin(t)
f'() = —(cos(t) + 2sin(t))
f'@®)=-1

Donc, pour tout réel t :

ffO+f)=—-fO)+ft)=0

La fonction f est donc bien solution de I'équation différentielle (E) : y" +y =0

De plus :
£(0) = cos(0) +2sin(0) =1+0=1
f'(0) = —sin(0) + 2cos(0) =0+ 2 =2

Les conditions initiales y(0) = 1 et y'(0) = 2 sont vérifiées.
L’affirmation 4 est VRAIE.

Question 5
On met z sous forme algébrique en multipliant le numérateur et le dénominateur par le conjugué du
dénominateur :
2
1-3i
2-0D1+30)
7 =
(1-30)(1+30)
2+6i—1i—3i
7 =
12 4+ 32
_2+50i+3

T 149
_ 5+5i

T
1.1
Z—2 Zl

Z

On va mettre z sous la forme exponentielle :

N2 /% 2
A=) +G) =%

1

5 1 2 1 2
cos(®) = L= x 2=

Vi

1

5 1 2 1 2

VA
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N

V2 * T 1 . 1 1 1
74 = <_> ela*t = 7 el = 7% (cos(m) + i sin(n)) = RS (-1+0) = 1

L’affirmation 5 est VRAIE.

Question 6
On calcule les longueurs des trois cotés du triangle ABC a I'aide des affixes des vecteurs :

AB:zg—z,=(4+2))—(=1+i)=5+41i, doncAB?=52+1%2=26douAB=+26

AC:zp —z, = —4i— (=1+i) =1—-5i, doncAC? =12+ (=5)2 = 26douAC = V26

BC:z, —z5 = —4i — (4 + 2i) = —4 — 6i, donc BC? = (—4)% + (—6)% = 16 + 36 = 52
d’ou AB = V52

On remarque que AB = AC : le triangle ABC est donc isocele en A.
De plus, AB? + AC? = 26 + 26 = 52 = BC? : d’aprés la réciproque du théoréme de Pythagore, le

triangle ABC est donc rectangle en A.

L’affirmation 6 est VRAIE
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  f  ( x ) =   x 2  e  x


  f


  ℝ


  ℝ


  f  ( x ) = u  ( x ) v  ( x )


  u  ( x ) =   x 2


  v  ( x ) =  e  x


  u ′  ( x ) = 2 x


  v ′  ( x ) =  e  x


  x


  f ′  ( x ) = u ′  ( x ) v  ( x ) + u  ( x ) v ′  ( x )


  f ′  ( x ) = 2 x  e  x +   x 2  e  x


  f ′  ( x ) = 2 x  e  x +   x 2  e  x


  f ′  ( x ) =  e  x  ( 2 x +   x 2 )


  f ′  ( x ) =  e  x  ( 2 x +   x 2 )


  f ′  ( x ) =  e  x   x  ( x + 2 )


  f ′  ( x ) =  e  x   x  ( x + 2 )


  x


   e  x > 0


  f ′  ( x )


  x  ( x + 2 )


  x = − 2


  x = 0


  f


  ℝ


  ] − 2   ;   0 [


  M  ( x   ;   y )


    𝒞 h


  y = h  ( x ) = ln  ( 2 x + 1 )


  y > 15


  h  ( x ) > 15


  ln  ( 2 x + 1 ) > 15


  ln  ( 2 x + 1 ) > 15


    e  ln  ( 2 x + 1 ) >   e 15


  2 x + 1 >  e 15


  2 x + 1 >  e 15


  2 x >  e 15 − 1


  2 x >  e 15 − 1


  x >    e 15 − 1 2


  x >    e 15 − 1 2


  x > 1   634   508   cm


  x > 1   634   508   cm


  1   634   508


  = 16   345 , 08


  = 16 , 35


  16 , 35 > 16


  x


  t


  N  ( t ) =   N  ( 0 ) 2


  N  ( 0 )  e  − 0 , 027 t =   N  ( 0 ) 2


   e  − 0 , 027 t =  1 2


   e  − 0 , 027 t =  1 2


  ln  (  e  − 0 , 027 t ) = ln  (  1 2 )


  ln  (  e  − 0 , 027 t ) = ln  (  1 2 )


  − 0 , 027 t = − ln  ( 2 )


  − 0 , 027 t = − ln  ( 2 )


  t =   ln  ( 2 )  0 , 027


  t =   ln  ( 2 )  0 , 027


  t = 25 , 67


  t


  f  ( t ) = cos  ( t ) + 2 sin  ( t )


  f ′  ( t ) = − sin  ( t ) + 2 cos  ( t )


  f ″  ( t ) = − cos  ( t ) − 2 sin  ( t )


  f ″  ( t ) = −  ( cos  ( t ) + 2 sin  ( t ) )


  f ″  ( t ) = −  ( cos  ( t ) + 2 sin  ( t ) )


  f ″  ( t ) = − f  ( t )


  f ″  ( t ) = − f  ( t )


  t


  f ″  ( t ) + f  ( t ) = − f  ( t ) + f  ( t ) = 0


  f


   ( E )


  y ″ + y = 0


  f  ( 0 ) = cos  ( 0 ) + 2 sin  ( 0 ) = 1 + 0 = 1


  f ′  ( 0 ) = − sin  ( 0 ) + 2 cos  ( 0 ) = 0 + 2 = 2


  f ′  ( 0 ) = − sin  ( 0 ) + 2 cos  ( 0 ) = 0 + 2 = 2


  y  ( 0 ) = 1


  y ′  ( 0 ) = 2


  z


  z =   2 − i  1 − 3 i


  z =    ( 2 − i )  ( 1 + 3 i )   ( 1 − 3 i )  ( 1 + 3 i )


  z =    ( 2 − i )  ( 1 + 3 i )   ( 1 − 3 i )  ( 1 + 3 i )


  z =   2 + 6 i − i − 3   i 2   1 2 +  3 2


  z =   2 + 6 i − i − 3   i 2   1 2 +  3 2


  z =   2 + 5 i + 3  1 + 9


  z =   2 + 5 i + 3  1 + 9


  z =   5 + 5 i 10


  z =   5 + 5 i 10


  z =  1 2 +  1 2 i


  z =  1 2 +  1 2 i


   | z | =     (  1 2 ) 2 +    (  1 2 ) 2 =    2 2


  cos  ( θ ) =    1 2     2 2 =  1 2 ×  2   2 =  1   2 =    2 2


  cos  ( θ ) =    1 2     2 2 =  1 2 ×  2   2 =  1   2 =    2 2


  sin  ( θ ) =    1 2     2 2 =  1 2 ×  2   2 =  1   2 =    2 2


  sin  ( θ ) =    1 2     2 2 =  1 2 ×  2   2 =  1   2 =    2 2


  θ =   𝜋 4


  z =  (    2 2 )   e  i   𝜋 4


  z =  (    2 2 )   e  i   𝜋 4


    z 4 =    (    2 2 ) 4   e  i   𝜋 4 × 4 =  1 4    e  i 𝜋 =  1 4 ×  ( cos  ( 𝜋 ) + i   sin  ( 𝜋 ) ) =  1 4 ×  ( − 1 + 0 ) = −  1 4


    A B → :   z  B −   z  A =  ( 4 + 2 i ) −  ( − 1 + i ) = 5 + i ,   donc  A   B 2 =  5 2 +  1 2 = 26   d ′ ou   AB =  26


    A C → :   z  C −   z  A = − 4 i −  ( − 1 + i ) = 1 − 5 i ,   donc  A   C 2 =  1 2 +    ( − 5 ) 2 = 26   d ′ ou   AC =  26


    B C → :   z  C −   z  B = − 4 i −  ( 4 + 2 i ) = − 4 − 6 i ,   donc  B   C 2 =    ( − 4 ) 2 +    ( − 6 ) 2 = 16 + 36 = 52  


  d ′ ou   AB =  52


  d ′ ou   AB =  52


  A B = A C


  A   B 2 + A   C 2 = 26 + 26 = 52 = B   C 2

