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EXERCICE 3 Mathématiques Mexique 2023 

 

Question 1 
1.  
L’équation (𝐸) : 𝑦′ = −2𝑦 + 40 est de la forme 𝑦′ = 𝑎𝑦 + 𝑏 avec 𝑎 = −2 et 𝑏 = 40. 
 

Les solutions de cette équation sont de la forme 𝑓(𝑥) = 𝐶e𝑎𝑥 −
𝑏

𝑎
, avec 𝐶 ∈ ℝ. 

𝑓(𝑥) = 𝐶e−2𝑥 −
40

−2 
, avec 𝐶 ∈ ℝ. 

𝑓(𝑥) = 𝐶e−2𝑥 + 20,  𝐶 ∈ ℝ. 
 
2.  
La condition 𝑓(0) = 200 donne : 
𝐶e0 + 20 = 200 
𝐶 + 20 = 200 
𝐶 = 200 − 20 
𝐶 = 180 
 
La solution cherchée est donc la fonction définie sur ℝ par : 
𝑓(𝑥) = 180e−2𝑥 + 20. 
 
Question 2 
𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)e𝑥 
La fonction 𝑓 est dérivable sur ℝ comme produit de fonctions dérivables sur ℝ.  
En écrivant 𝑓(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) avec 𝑢(𝑥) = 𝑥 − 1 et 𝑣(𝑥) = e𝑥 , on a 𝑢′(𝑥) = 1 et 𝑣′(𝑥) = e𝑥, donc pour 
tout réel 𝑥 : 
𝑓′(𝑥) = 𝑢′(𝑥) × 𝑣(𝑥) + 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥) 
𝑓′(𝑥) = 1 × e𝑥 + (𝑥 − 1)e𝑥 

𝑓′(𝑥) = e𝑥(1 + (𝑥 − 1)) 
𝑓′(𝑥) = 𝑥e𝑥  
 
Pour tout réel 𝑥, e𝑥 > 0, donc le signe de 𝑓′(𝑥) est celui de 𝑥 : 

• pour 𝑥 < 0, 𝑓′(𝑥) < 0 ; 
• 𝑓′(0) = 0 ; 
• pour 𝑥 > 0, 𝑓′(𝑥) > 0. 

Ceci justifie bien le signe de 𝑓′(𝑥) annoncé dans le tableau. 
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Question 3 
1.  
D’après les propriétés de la forme exponentielle : 

𝑧1 × 𝑧2 = 2e𝑖
𝜋
3 × √2e𝑖

𝜋
4  

𝑧1 × 𝑧2 = 2√2 e𝑖(
𝜋
3+

𝜋
4) 

𝑧1 × 𝑧2 = 2√2 e𝑖(
𝜋×4
3×4+

𝜋×3
4×3) 

𝑧1 × 𝑧2 = 2√2 e𝑖(
4𝜋
12+

3𝜋
12) 

𝑧1 × 𝑧2 = 2√2 e𝑖
7𝜋
12 

 
2.  
On en déduit la forme trigonométrique de 𝑧1 × 𝑧2 : 

𝑧1 × 𝑧2 = 2√2 (cos (
7𝜋

12
) + 𝑖sin (

7𝜋

12
)) 

 
Question 4 
1.  
Au 1er janvier 2020, 𝑡 = 0, donc : 
𝑓(0) = 10e0 
𝑓(0) = 10 
 
D’après ce modèle, l’effectif de la population au 1er janvier 2020 est donc estimé à 10 millions 
d’habitants. 

 

Au 1er janvier 2021, 𝑡 = 1, donc : 
𝑓(1) = 10e0,02 
𝑓(1) = 10,2 
 
D’après ce modèle, l’effectif de la population au 1er janvier 2021 est donc estimé à environ 10,20 
millions d’habitants. 

 

2.  
On cherche les valeurs de 𝑡 pour lesquelles 𝑓(𝑡) > 20 : 
10e0,02𝑡 > 20 
e0,02𝑡 > 2 
La fonction logarithme népérien étant strictement croissante sur ]0 ;  +∞[, cette inégalité équivaut à : 
ln(e0,02𝑡) > ln(2) 
0,02𝑡 > ln(2) 

 𝑡 >
ln(2)

0,02
 

𝑡 > 50ln(2) 
𝑡 > 34,66 
 
Puisque 𝑡 = 34 correspond au 1er janvier 2054 et 𝑡 = 35 au 1er janvier 2055, et que 34 < 34,66 < 35, 
l’effectif de la population dépassera 20 millions d’habitants au cours de l’année 2054. 
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