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EXERCICE 3

Mathématiques Sujet zéro n°1

Question 1

a.
L’équation (E) : y' + 100y = 8 équivaut a y’ = —100y + 8, qui est de laforme y' = ay + b aveca =
—100ethb = 8.

Les solutions de I’équation sont de la forme :

b
v(t) = Ceat—a, CeR

8
H=Ce10t__" _ ceR
v(t) = Ce ~100

v(t) = Ce 190t 4 0,08, CeER

La condition v(0) = 0 donne :
Ce®+0,08=0
C+0,08=0

¢ =-0,08

La solution cherchée est donc la fonction définie sur [0; +oo[ par :
v(t) = —0,08e1%% + 0,08
v(t) = 0,08(1 — e~100%)

b.

La vitesse de la bille aprés 0,01 seconde de chute est :
v(0,01) = 0,08(1 — e~100%0,01)

v(0,01) = 0,08(1 —e™)

Arrondie a 0,001 m.s™! preés, la vitesse de la bille aprés 0,01 seconde de chute est donc :
v(0,01) =~ 0,051 m.s™ !

Question 2

a.

On cherche Uy, €t @ tels que, pour tout réel ¢t :

Upnax€0s(100t + @) = Upyaxcos(@)cos(100t) — Uy Sin(@)sin(100t)

7V3 7
Upmax€0os(100t + @) = Tcos(lOOt) — Zsin(lOOt)

Par identification des coefficients de cos(100t) et sin(100¢) :

73 7

et Upaxsin(e) = —.

Umaxcos((p) = 4 4

On en déduit :
7\/§>2 (7)2 147 49 196 49

2 . 2
Ur%lax = (UmaxCOS(<P)) + (Umaxsnl((p)) = < 4 Z - F + 1_6 - 1_6 - 4
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. 49 7
puisque Upax > 0, Upax = \/; =3

On a dong, pour tout réel ¢ :
7
u(t) = Ecos(lOOt + @),
avec Uy, = 3,5Vetw = 100 rad.s™.

b.
D’apres la question précédente :
7V3 7
(o) = & _7\/§x2_\/§ . _()_1_7X2_1
O =R e Ty Ty T 8 SIMPIER TN Ty

On reconnait cos(¢) = ?et sin(g) = %, soit :

_ T
=%
Question 3

On résout f(x) = g(x) pour déterminer les points d’intersection des deux courbes :
x2—-2x+4=7x+4

x2—=9x =0

x(x—9)=0

Les deux courbes se coupent doncen x = 0 et x = 9, ce qui correspond bien aux bornes de I'intervalle
[0; 9] visibles sur le graphique.

D’apres le graphique, la courbe C; est au-dessus de la courbe Cy sur [0; 9], donc I'aire cherchée est :
9

a=[ (9 - @) ax
0
9

c,q:f (7x+4—(x?—2x+4)) dx
%

A =f (7x+4 —x% +2x—4) dx
%

A =f (9x — x?) dx
0

N 9 1
Une primitive de x = 9x — x2 sur [0; 9] estx Exz —§x3. Donc:

9 1 .7°
A = [—xz ——x3]
2 0

3
cfl—(9><81 1><729) 0
2 3
729 729
T2 3
243
T2
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Question 4

AvecE =4V,R=1030etC =2%x10"3F,onaRC =103 x 2 x 1073 = 2 (en secondes), donc :
t
u.(t) =4 (1 — e_§>.

On cherche le temps t tel que u.(t) = g =2:

_t
4(1—e 2)=2

_t 1

1-— 2 = —

€773
_t 1
2 = —
€73

La fonction logarithme népérien étant strictement croissante sur |0 ; +oo[, cette égalité équivaut a :

() =n(})

t

t = 2In(2)

Arrondi a 0,1 s pres, le temps de charge nécessaire est donc :
t=1,4s
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   ( E )


  y ′ + 100 y = 8


  y ′ = − 100 y + 8


  y ′ = a y + b


  a = − 100


  b = 8


  v  ( t ) = C   e  a t −   b  a ,   C ∈ ℝ


  v  ( t ) = C   e  − 100   t −  8  − 100   ,   C ∈ ℝ


  v  ( t ) = C   e  − 100   t −  8  − 100   ,   C ∈ ℝ


  v  ( t ) = C  e  − 100 t + 0 , 08 ,     C ∈ ℝ


  v  ( t ) = C  e  − 100 t + 0 , 08 ,     C ∈ ℝ


  v  ( 0 ) = 0


  C  e 0 + 0 , 08 = 0


  C + 0 , 08 = 0


  C + 0 , 08 = 0


  C = − 0 , 08


  C = − 0 , 08


  [ 0   ;   + ∞ [


  v  ( t ) = − 0 , 08  e  − 100 t + 0 , 08


  v  ( t ) = 0 , 08  ( 1 −  e  − 100 t )


  v  ( t ) = 0 , 08  ( 1 −  e  − 100 t )


  v  ( 0 , 01 ) = 0 , 08  ( 1 −  e  − 100 × 0 , 01 )


  v  ( 0 , 01 ) = 0 , 08  ( 1 −  e  − 1 )


  v  ( 0 , 01 ) = 0 , 08  ( 1 −  e  − 1 )


  0 , 001


   ​  − 1


  v  ( 0 , 01 ) ≈ 0 , 051    m.s  − 1


    U max


  𝜑


  t


    U max cos  ( 100 t + 𝜑 ) =   U max cos  ( 𝜑 ) cos  ( 100 t ) −   U max sin  ( 𝜑 ) sin  ( 100 t )


    U max cos  ( 100 t + 𝜑 ) =   7  3 4 cos  ( 100 t ) −  7 4 sin  ( 100 t )


    U max cos  ( 100 t + 𝜑 ) =   7  3 4 cos  ( 100 t ) −  7 4 sin  ( 100 t )


  cos  ( 100 t )


  sin  ( 100 t )


    U max cos  ( 𝜑 ) =   7  3 4   et     U max sin  ( 𝜑 ) =  7 4 .


    U max 2 =    (   U max cos  ( 𝜑 ) ) 2 +    (   U max sin  ( 𝜑 ) ) 2 =    (   7  3 4 ) 2 +    (  7 4 ) 2 =  147 16 +  49 16 =  196 16 =  49 4


    U max > 0


    U max =   49 4 =  7 2


  t


  u  ( t ) =  7 2 cos  ( 100 t + 𝜑 ) ,


    U max = 3 , 5


  𝜔 = 100


   ​  − 1


  cos  ( 𝜑 ) =     7  3 4  3 , 5 =   7  3 4 ×  2 7 =    3 2     et     sin  ( 𝜑 ) =    7 4  3 , 5 =  7 4 ×  2 7 =  1 2 .


  cos  ( 𝜑 ) =    3 2


  sin  ( 𝜑 ) =  1 2


  𝜑 =   𝜋 6


  f  ( x ) = g  ( x )


    x 2 − 2 x + 4 = 7 x + 4


    x 2 − 9 x = 0


    x 2 − 9 x = 0


  x  ( x − 9 ) = 0


  x  ( x − 9 ) = 0


  x = 0


  x = 9


   [ 0   ;   9 ]


    𝒞  g


    𝒞  f


   [ 0   ;   9 ]


  𝒜 =   ∫ 0 9   ( g  ( x ) − f  ( x ) )   d x


  𝒜 =   ∫ 0 9   ( 7 x + 4 −  (   x 2 − 2 x + 4 ) )   d x


  𝒜 =   ∫ 0 9   ( 7 x + 4 −  (   x 2 − 2 x + 4 ) )   d x


  𝒜 =   ∫ 0 9   ( 7 x + 4 −   x 2 + 2 x − 4 )   d x


  𝒜 =   ∫ 0 9   ( 7 x + 4 −   x 2 + 2 x − 4 )   d x


  𝒜 =   ∫ 0 9   ( 9 x −   x 2 )   d x


  𝒜 =   ∫ 0 9   ( 9 x −   x 2 )   d x


  x ↦ 9 x −   x 2


   [ 0   ;   9 ]


  x ↦  9 2   x 2 −  1 3   x 3


  𝒜 =    [  9 2   x 2 −  1 3   x 3 ] 0 9


  𝒜 =  (  9 2 × 81 −  1 3 × 729 ) − 0


  𝒜 =  (  9 2 × 81 −  1 3 × 729 ) − 0


  𝒜 =  729 2 −  729 3


  𝒜 =  729 2 −  729 3


  𝒜 =  243 2


  𝒜 =  243 2


  E = 4


  R =  10 3   𝛺


  C = 2 ×  10  − 3


  R C =  10 3 × 2 ×  10  − 3 = 2


    u  c  ( t ) = 4  ( 1 −  e  −   t 2 ) .


  t


    u  c  ( t ) =   E 2 = 2


  4  ( 1 −  e  −   t 2 ) = 2


  1 −  e  −   t 2 =  1 2


  1 −  e  −   t 2 =  1 2


   e  −   t 2 =  1 2


   e  −   t 2 =  1 2


  ] 0   ;   + ∞ [


  ln  (  e  −   t 2 ) = ln  (  1 2 )


  −   t 2 = − ln  ( 2 )


  t = 2 ln  ( 2 )


  t = 2 ln  ( 2 )


  0 , 1


  t = 1 , 4  s

